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ring. The results have contained not only all the 
configurations presented by Smith & Rinaldi (1962), 
but also some other possibilities not predicted by them, 
especially in the UUUD ring. 

The derivation procedure mentioned here is com- 
pleted by the symbol operation only, without treating 
any real or symbolized configuration models. There- 
fore, starting tile orientations different from those used 
here might lead to different patterns from those 
mentioned, but the number and the kinds of symbol 
notations for derived configurations are invariant. 

The new notation system is so simple and so faithful 

to the structure that it is now very easy to draw out or 
recall the corresponding configuration from the given 
symbol only. 
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Abstract 

Coincidence-site lattices and pattern-shift lattices 
(DSC) are of importance in the structural model of 
grain boundaries and crystalline interfaces. If two 
lattices can be represented by two Poisson distri- 
butions, the scalar product and the convolution product 
of these two functions allow the respective definitions of 
the coincidence-site lattice and the DSC lattice 
associated with these two lattices. These two operations 
are associative and commutative. After specification of 
the conditions in which they are also distributive, it is 
shown that this approach allows generalization of the 
twin-product notion and indicates the relationships 
between coincidence-site and DSC lattices, in particular 
for cubic lattices. 

Introduction 

Les r+seaux de coincidence et DSC* jouent un r61e 
important dans le module g6om6trique des joints de 
grains et des interfaces cristallines. L'&ude de ces 
r+seaux et de certaines de leurs propri6t6s, en particulier 
~i partir de la th6orie des nombres et de la th6orie des 
groupes, a fait l'objet de nombreuses publications 
(Woirgard & de Fouquet, 1972; Pumphrey & Bowkett, 
1972; Ishida & McLean, 1973, 1974; Fortes, 1973, 
1974; Grimmer, Bollmann & Warrington, 1974; 
Warrington & Grimmer, 1974; Grimmer, 1974a,b; 
Iwasaki, 1976). 

* Le sigle DSC ou DSCL vient de l'anglais Displacement Shift 
Complete Lattice. 
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I1 est possible d'aborder ces probl6mes h partir de la 
repr6sentation d'un r6seau , par une distribution de 
Poisson, soit 

~= ~ ~ ~ ~(r--mal--na2--Pa3). (1) 
m n p 

Dans cette expression m, n, p sont des entiers positifs 
ou n6gatifs, a~, a2, a 3 sont des vecteurs d6finissant une 
maille primitive du r6seau ~ dont chaque point est 
repr6sent6 par une fonction fi,~p (r) locale. 

Apr6s avoir montr6 que les r~seaux de coincidence et 
DSC peuvent se d~finir respectivement h partir du 
produit scalaire et du produit de convolution de distri- 
butions de Poisson, nous &udierons des exemples de 
propri~t6s de ces r~seaux, en particulier dans le syst~me 
cubique. 

Repr6sentation alg6brique des r6seaux de coincidence et 
DSC 

Dans ce qui suit, nous nous placerons dans l'espace 
euclidien ~ trois dimensions et nous adopterons les 
notations suivantes: les lettres minuscules seront 
utilis6es pour nommer des r6seaux (ou les fonctions 
associ6es ~t ces r6seaux) de l'espace direct, les lettres 
majuscules pour des r6seaux de l'espace r6ciproque; 
ainsi, ~ et ~ repr6senteront les r6seaux a e t  t ,  ~ et 
~ leur r6seau r6ciproque respectif, c,,~ le r~seau de 
coincidence et d_ ,  le r6seau DSC construits sur~,~ et ~, 
~,~/3 le r6seau d~ coincidence et ~ , ~  le r6seau DSC 
construits sur ~9~,~ et ~'~. De plus le passage de respace 
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direct h l'espace r+ciproque par la transformation de 
Fourier ou son inverse sera symbolis+ par +: par 
exemple, + ÷ = ~ et ~9~ '÷ = +. Enfin, pour all6ger 
l'6criture, nous 6crirons les relations du type (1) sous la 
forme: 

++ = ~ 6(r--rna,~),  
m 

dans laquelle ma~, est une combinaison lin6aire et 
enti6re des vecteurs de base du r6seau a. 

R~seau de coihcidence 

Consid6rons deux r6seaux +~ et ~2, construits fi partir 
d'une m~me origine, le produit scalaire +1.¢2 des 
distributions de Poisson qui les repr6sentent s'+crit: 

+~.'2 : [ ~  + ( r - - m a l ) ] . [ ~  +( r - -  n~)] ,  

+,.+2 = Z Z 6 ( r -  m a t ) . 6 ( r -  ha2). 
m n 

La fonction ~ ~.¢2 est nulle en tout point de l'espace 
sauf aux points 06 le rayon vecteur r = real = na 2 
d6finit un site commun/~ ,  1 et/~ ~ 2. Ces points existent si 
les fonctions ~l et ~2 admettent des p&iodes multiples 
communes. Lorsque ces p6riodes sont relatives ~ trois 
directions lin6airement ind6pendantes, la fonction el2 = 
~.~2 repr6sente le r~seau de coi'ncidence, triplement 
p&iodique, de +1 et de ~ 2. 

Rdseau DSC 
Le r6seau DSC (Bollmann, 1970) est form6 des 

translations qui, appliqu+es ~ l'un des r+seaux (¢2 par 
exemple), conservent la figure constitu+e par les deux 
r6seaux +~ et +2 a une translation pr+s de l 'autre r6seau 
(ici +~). I1 est constitu6 de toute translation somme 
d'une translation de +~ et d'une translation de +2 (Y 
compris 0). 

Consid+rons le produit de convolution des distri- 
butions de Poisson repr+sentatives de ~1 et de +2: 

+1 * +2 = Z Z 6 ( r -  m a l -  na2). 
/71 n 

La fonction +1 * +2 est nulle en tout point de l'espace 
sauf aux points pour lesquels le rayon vecteur res t  une 
combinaison lin6aire et enti&e des vecteurs de base de 
~ et des vecteurs de base de +2 et est donc obtenu en 
faisant la somme d'une translation de +1 et d'une 
translation de +2; ce qui permet d'6crire: 

all2 = ~1 * +2" (6) 

Relation de rdeiprocitd 

D'apr6s le th6or6me de Borel, la transform6e de 
Fourier du produit de deux fonctions est le produit de 
convolution des transform6es. R6ciproquement, la 
transform6e de Fourier du produit de convolution de 
deux fonctions est le produit des transforrn6es. Avec les 

(2) notations que nous avons adopt6es, nous pouvons 
~crire, dans l'espace dual, 

~'12 = ~ 1 . ~ 2 ;  912  = ,~1 * 5~2. 

Par transformation de Fourier inverse: 

~6~1+2 = ( ~  1 " "~212) + - - - - ' ~ 1  -t- * '~J~2 q" = +1 * +2 m a l l 2 ,  ( 7 )  

R+ciproquement, 

~+2 = (,~¢1 * ~ 2 )  + = ,~P,+. ,~+ = ' , .+2 = c,2. (8) 

Le formalisme utilis6 conduit donc de faqon tr~s 
(3) concise b+ la propri&6 de r6ciprocit+ d6montr6e par 

Grimmer (1974b) qui exprime la dualit6 des r6seaux de 
coincidence et DSC. 

Cette dualit6 permet de montrer simplement que si 
(4) e12 est un r6seau trip&iodique, d~2 l'est +galement. En 

effet, consid&ons le premier plan d'une famille (hkl) de 
~2, il correspond fi un plan d'une famille (hlkll 1) de +1 
et fi un plan d'une famille (h2k212) de +2 tels que rink t = 
nd~,k,t, = mdn:k2t,, m e t  n &ant des entiers premiers entre 
eux. Dans l'espace r6ciproque, les rang6es normales aux 
plans consid6r+s de ¢1 et de +2 ont respectivement pour 
param6tre 1/dh ,k , l ,  ---- n/dhkt.et 1/dh2k,12 ~ m/dhkl qui 
admettent un commun multiple mn/dhk I. ai c12 est un 
r+seau/t trois dimensions, ce raisonnement peut &re fait 
pour trois families de plans. ~12, r+seau de coincidence 
entre ,~]21 et +~2 est alors A trois dimensions, son 
r+ciproque d12 l'est +galement. 

La relation de dualit6 montre +galement que lorsque 
deux cristaux sont en orientation mutuelle de 
coincidence, le diagramme de diffraction +lectronique 
peut r+v+ler des taches de double diffraction. Ces taches 
appartiennent, en g+n&al, au produit de composition de 
deux sections planes des r+seaux r6ciproques de chacun 
des deux cristaux. De plus, si ces deux cristaux, ayant 
une interface commune, sont observ+s selon un p61e 
commun, le diagramme de diffraction peut +galement 
pr6senter des taches suppl6mentaires, associ6es au 
r+seau de coincidence. Ces taches appart iennent/ t  une 
section plane du produit de composition des deux 

(5) r+seaux r6ciproques. 
Les fonctions c12 et die d+duites des relations (4) et 

(5) ne sont pas, en g6n6ral, des distributions. II est 
cependant possible de d+finir les op&ations ~1" +2 et 
+1.+2, au sens des distributions, si l'on borne le support 
de +t ou de +2. L'Appendice I montre comment le prob- 
l ime peut &re trait6, fi partir d'un exemple a une dimen- 
sion. Nous conserverons donc la notation d12 = ~1 * ~2 
qui implique, au sens des distributions, que l'un des fac- 
teurs du produit de convolution est ~t support born+. De 
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m~me c~2 = ~ .  #2 sous-entend c12 = ~+2 = (~'1 * ~ 2 )  +, 
,~1 ou ,5~ 2 &ant ~t support correctement born6. La 
definition de d12 donn6e dans l'Appendice I permet 
d'6crire 3 = 3. # et 3 = ¢. ¢. De m6me, la composition 
d'un r6seau par un de ses multiples d6crit le r6seau lui- 
m~me (c12, '1 = h;  d12 * ¢¢1 = all9 et le produit scalaire 
au sens de l'Appendice I des fonctions associ6es/~ un 
r6seau et fi l'un de ses multiples d6crit le reseau multiple 
(~12" 31 = C l 2 ; d l 2 "  31 = ~l)" 

Rapport des volumes des mailles primitives de ~1, ¢2, 
C 12,~b/12 

L'Appendice I montre que pour obtenir tousles points 
du r6seau DSC, il suffit de construire le r6seau ¢2 en 
prenant successivement pour origine chaque point du 
r6seau ~1 contenu dans une maille primitive du r6seau 
de coincidence C12. Par cons6quent, si V(~712), V( /g l )  , 

V(¢2), V(d~2) respectivement volumes des mailles 
primitives de el2, ¢1, ¢2, d12 sont tels que: 

V(e,z) = 27, V(~l)= 27z VG2), (9) 

dimensions. En effet, le r6seau de coincidence entre 
deux r6seaux tridimensionnels peut &re un r6seau 
trois dimensions ou bien d6g6n6r6 en un r6seau b. deux 
dimensions, une dimension ou m6me se r6duire 
l'origine. De m~me, le r6seau DSC peut &re un r6seau 
trois dimensions ou bien d6g6n6r6 en un continuum de 
droites parall61es, de plans parall61es ou m~me remplir 
tout l'espace. Consid6rons l'expression (~1 .~2) * (32.~3), 
elle repr6sente le r6seau DSC construit sur deux r6seaux 
fi trois dimensions c 12 et c 23" Puisque c 12 * "~ 2 = 4¢ 23 * $ 2 = 

32 '  C 1 2 " ~ 2 3 ' ' ~ 2  = ~2' t o u s  les  points repr6sent6s par 
( '1. '2) * (¢2.,3) appartiennent fi¢ 2: cette expression ne 
peut-&re associ6e fi un continuum, elle repr6sente un 
r6seau trip6riodique. I1 enes t  donc de mSme de c12.c2~. 
Par cons6quent, %.(¢~.¢3) et ~.¢3 repr6sentent des 
r6seaux fi trois dimensions. Les r6seaux 3,, 32, ¢3 
admettent deux ~ deux un r6seau de co'incidence 
trip6riodique. De plus, les relations (13) et (14) 
montrent que tousles r6seaux construits fi partir de ¢,, 
32, 33 sont trip6riodiques, admettent un r6seau multiple 
commun c,23 = ~,.~2.33 et sont des r6seaux multiples 
d'un m~me r6seaud,23 = ~, * ~2 * ~a. 

la maille primitive de c~2 contient Z' 1 noeuds de ~1 et 
chaque fois que l'on construit ¢2 a partir de l'un de ces 
noeuds de ¢1, on introduit Z' 2 noeuds de ~2 dans la maille 
de c~2 consid6r6e. Par cons6quent: 

V(~12) = ~V'l~V' 2 V(~(12 ) (10) 
et 

V(d12) = 1/Z'l V(32) = 1/Z'2 V(31). (11) 

Un point important concerne l'6tude de trois r6seaux. 
D'une part parce que dans un polycristal, trois grains 
ont en g6n6rale une ar&e commune, d'autre part parce 
que cette 6tude conduit /~ des remarques int6ressantes 
pour ce qui concerne les propri6t6s des r6seaux de 
coincidence et DSC. 

Commutativitd, associativitd des produits scalaires et 
produits de convolution 

Etant donn6 trois r6seaux ~1, ¢2, ~3, l'associativit6 et 
la commutativit6 du produit scalaire des fonctions 
associ6es permettent d'6crire, puisque ¢. ~ = 

C12"~723 = (31." /2) .  ( : /2 .~3)  = ~ 1 . 3 2 - 3 3 ,  (12) 

c'est-fi-dire: 

C12"C23 = E23.C31 = C 3 1 . C 1 2  = 'g, 1."/'2.33. (13) 

De mSme, pour le produit de convolution: 

d12 *d23 =d23 *d31 ---d31 *d12 = 'tl * ¢2 * 33. (14) 

Afin de limiter les discussions, sauf pr6cision con- 
traire, nous nous restreindrons au cas de trois r6seaux 
tridimensionnels ~1, ~2, 33, tels que c12 et ':23 soient 
6galement tridimensionnels. Dans cette hypoth6se, il est 
possible de montrer que c13 est un r6seau fi trois 

Distributivitd des deux produits 

En g6n6ral, les deux op6rations ne sont que semi- 
distributives l'une par rapport fi l'autre. 

En effet, ~2. (31 * 33) ~ ¢2. ¢~ et ~2. ~3, par cons6quent: 
32"(31 *"~3) ~ (32" :~1)* (:12"33)" Par ailleurs, "~2 * ( 3 1 " 3 3 )  
c 32"~1 et ~2"¢3, par cons6quent: ¢2"(~1.3j) c 
(~2 * 31)" (32 * 33)" 

Cependant, dans certains cas particuliers, les deux 
produits sont strictement distributifs l'un par rapport 
l'autre. L'Appendice II montre que la relation 

C12 * ~13 * ~23 : "6ff12 "'6ff13 °'6~23 (15) 

est une condition n6cessaire et suffisante fi la stricte 
distributivit& L'Appendice II donne 6galement, ~, partir 
de l'6valuation des ordres respectifs des r6seaux de 
co'incidence et DSC construits sur ¢1, ~2, ¢3, la d6mon- 
stration de la distributivit6 absolue des deux produits 
lorsque c12 et c23 sont tridimensionnels. 

Dans le cas particulier +tudi6, nous retiendrons done 
que les deux produits sont associatifs, commutatifs et 
distributifs; ils admettent un 616ment neutre: l'616ment 
neutre du produit scalaire 6tant une fonction E, 
repr6sentative de l'espace continu; l'616ment neutre du 
produit de convolution &ant la fonction 6(r), 

, . E = ¢ ,  

'~*E = E ,  
¢.6(r) = 6(r), 
~* ~(r)=~.  (16) 

Par ailleurs, le passage de l'espace direct fi l'espace 
r6ciproque s'effectue par transformation de Fourier. 
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Relations entre r6seaux de co'incidence et r6seaux D S C  

Etant donn6 trois r6seaux ¢1, ¢2, fi  tels que '1 et *3 se 
d+duisent de ~2 a partir de deux transformations 
diff6rentes, nous nous proposons d'+valuer la multi- 
plicit~ de c~ connaissant celles de Cl2 et dec2a. En nous 
limitant au cas le plus simple oft ¢~ et ~3 se d+duisent de 
¢ 2 par isom~trie, nous pr+ciserons la notion de produit 
de macles miroir, utilis6e par Woirgard & de Fouquet 
(1972). 

Le premier point est de conna~tre les conditions b. 
remplir pour que ~ et ~3 soient diff6rents. Si '1 et *3 sont 
identiques, on peut 6crire: 

C 12 = ¢1 " ¢2 ~ ¢3" ¢2 ~ C23~ (17) 

d~2 = ¢~ * '2 = ¢3* "~2 =d~3" (18) 

R+ciproquement, consid+rons trois r+seaux tels que 
les relations (17) et (18) soient satisfaites et que c12 soit 
tridimensionnel. La triple #riodici t+ de ct2 implique la 
double distributivit~ des deux produits. La relation (17) 
permet d'6crire alors: 

¢3"('1"~t9= (¢3"¢1)* ('3"~2) = (~3"¢1)* ($1"¢2) 

= ¢1 (*~* *~), 

d'apr6s (18) 

¢~.(¢~ * '2) = ~ .  (¢2 * ¢~)--  ~3, 

¢,. (¢2 * * ~ ) =  ~," (*~ * '2) = '1. 

Par cons6quent ¢3 = ¢~. 
Une condition nbcessaire et suffisante pour que deux 

reseaux ¢~ et ¢3 soient identiques est qu'ils admettent 
m6me r6seau de coincidence et m~me r6seau DSC avec 
un troisi6me r6seau "/5 tel que c12 soit tridimensionnel. 

Afin d'61iminer le cas trivial oft ¢~ -- ¢3, il suffira donc 
de nous placer dans l 'hypoth6se oft c 12 4: c :3. Deux cas 
sont alors fi prendre en consid6ration: ,412 4:,423, ou bien 

d~2 =d23. 
Soient trois r6seaux ¢ 1, ¢2, ¢3 se correspondant deux 

deux par des isom6tries, les volumes des mailles 
primitives de el2 et de ':23 6tant tels que: 

V(£12)----  2;  V ( ¢ I )  = S V ( ¢ 2 )  = 2;2 V(g~12) ' ( 1 9 )  

v ( ~ , )  = 2;' v ( ~ 2 ) =  2;' v ( , ~ )  : s '~ v(~2 , ) .  (20) 

Nous supposerons tout d 'abord que d~2 est diff6rent 
de d2~; E'  pouvant n~anmoins prendre la valeur 2:. 
Pour r+soudre le probl6me, il nous faut introduire une 
hypoth+se suppl+mentaire. Consid6rons le r6seau DSC 
construit fi partir de C12 et de c23. L'expression c~2 * c23 
= ~2.(~1. ¢~) montre que c12. c23 repr6sente soit le 

r6seau ~2 soit un r6seau multiple de '2. Nous 
prendrons tout d 'abord l'hypoth6se: 

C12 * C23 = ' 2  (21) 

et nous verrons que l'6tude du cas oft ct2 * c23 est un 
r~seau multiple de ¢2 s'en d~duit. 

La relation (21) permet d'6crire 

¢2" ('1 * ¢3) = ~2, (22) 

ce qui montre que ¢2 est un r6seau multiple ded~3 et par 
cons6quent: 

¢2 * (¢1 * $3) = "~1 * ¢3 =d12 *d23" (23) 

Le r~seau DSC construit sur¢ l e t  ~3 est le r6seau DSC 
construit sur d12 et d23. 

Par ailleurs, l 'Appendice III montre que si d12 est 
diff6rent de d23, la relation (23) entra~ne 

'#1" "g3 = "tl" "g2" ¢3 = C12"C23" (24) 

Le r+seau de coincidence entre ~ et ¢~ est identique au 
r+seau coincidence entre c~2 etc23. 

Puisque V(c~2) = 2; V(¢2) et V(c23) = 2;' V(~z), les 
relations (10), (21) et (24) conduisent ~.: 

V ( c 1 3 )  = 2 ;2 ; t  V(../2 ) : 2 ;2 ; ,  V ( ~ l  ) : 2 ; 2 ; ,  V(,3)(25 ) 

et donc fi 

V(d ,3)=  (1/Z'2;') V ( , , ) =  (1/Z'Z") V(¢3). (26) 

Le r+seau c~3 est un r+seau multiple d'ordre 2;2;' par 
rapport/t  ¢~ et/~ ¢3- Ceci est sch~matis~ sur la Fig. 1. 

Lorsque deux r+seaux ¢1 et ¢3 sont reli+s par des 
isom+tries fi un troisi+me r~seau ¢z et tels qued12 4:d23 
et ~2 * c23 = ¢'/2, C13 est un r~seau multiple de ¢1, ¢2 et ¢3 
dont l'ordre est 6gal au produit des ordres de c12 et de 

C23. 
Inversement, lorsque deux r~seaux ~2 et ¢3 reli~s ~t un 

r~seau ¢ i par des isom6tries sont tels que d~2 et c13 sont 
respectivement des r6seaux multiples de d13 et de ~12, 
l'ordre de multiplicit6 de c23 est 6gal au rapport de 
l'ordre de c~3 ~t cehi  de ~12" 

Ces r+sultats permettent d'aborder le cas off q2 * C23 

est un r6seau multiple de cv 

r2 ~ ~£ ~-- h 

T / 
r) 

(a) 

r~ -~ 1/,_' ; -  r~ 

1/, - " ,/z',_ / 

/ 
r~ 

(b) 

Fig. 1. Relations de multiplicit~ entre trois r6seaux isom6triques ~,, 
~z, ~3 tels que: dl2 ¢ d,.3, cl2 * c23 = ~2. (a) R~seaux de 
coincidence. (b) R~seaux DSC. 
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Consid6rons '1, 32, ~ reli6s/~ un r6seau ~o par trois 
isom&ries et tels que 

"C23 * C12 = C02. (27) 

Des pr6c6dents r~sultats, nous obtenons 

• o" 31-*2 = '1" *2, (28)  

%, 3~ * 32 = '1 * '2,  (29)  

• o'*z'*3 = *2" %, (30) 

et m6me r6seau DSC avec %2: ces deux r6seaux sont 
identiques. 

%" ('1 * *3) = %" (39)  

Nous sommes ramen6s au cas pr6c6dent puisquez¢23 = 
do2 *do3 est different de d,2 = do2 *do1 ce qui implique 
~oi ¢=do3. 

Si nous posons: 

V(c23) : ,~v.~, ,  g ( ¢ 0 ) =  ~v,t V(c02) ' 

*0 * h * 33 = ~2 * *3' (31) 

ou bien, de faqon 6quivalente 

(32.*o)*(3,.3o)=*o.(3 ,*%)=%, (32) 

(*2 * 3o)-(31 * % ) =  % * (31"32) = 3o, (33) 

( , 3 .30 )* (32 .%)=%. ( ,2  * ,3)--30, (34) 

(33 * 30).(32 * 3o)= % * (~2. %) = 3o. (35) 

Le produit de convolution membre fi membre des 
6quations (32) et (34), s'6crit: 

[*0. (*t * ~2)] * [%.(*2 * *3)] = *0- (31 * 32 * % ) =  *0, (36)  

soit en faisant apparaitre l'expression 3 o. (~1 * *3): 

['o"(31 * *3)] * (*o'~2) = 3o • (37) 

Par ailleurs; 

1'o- ('1 * 3~)1. (*o.*~) = ('1 * '3). (*o.*~) 

= (*0" ' 1 " ' 2 )  * ("~0" "~2" 33)" 

Compte tenu dcs relations (28), (30) et (27) 

[*0" (*l * 33)]" (*0" *2) = ( '1"  *2) * (~2" 33) : *0" ~2' (38) 

mais *o * (%- 32) = 3o et %. (%. *2) = %. *2; les r6seaux 
3 o et %. (3, * 33) admettent m~me r6seau de co'fncidence 

r2 

Fig. 2. Relations de multiplicit6 entre quatre r~seaux isom&riques 

V(c12)~_- ,~ '~ ~'' '  V ( ~ 0 ) : , ~ ' t t  V(~02), 

il en r6sulte que" 

V(~03 ) --  ,~" V ( , 0 )  , 

v(%,) = ~:" V(,o), 

V(~13) : ,~.t ,~wt, V ( , 0  ) ~__ ,~,, ~v,,, V ( , I  ) : .~w, ,~.t, V ( , 3 ) .  

Ce r6sultat, sch6matis6 sur la Fig. 2 peut s'6noncer de la 
faqon suivante. Lorsque deux r6seaux '1 et *3, reli6s par 
des isom6tries fi un r6seau '2 sont tels qued12 ~d'23 et 
que le r6seau DSC construit sur ct2 et c23 est un r6seau 
multiple de 32, une maille primitive de c13 a une multi- 
plicit6 egale au produit des multiplicit6s non communes 
des mailles primitives de c12 et de C23. 

Remarque 
Ce qui pr6c~de permet de trouver la relation qui 

existe entre d n et dEa. En effet, puisque %,  ('1. '3) = %, 

*0 * ("/1" *3) * *2 = *0 * ' 2 '  
(*o * *, * ~ 9 .  (*o * '2 * * 3 ) =  *o * *2, 
(*I * *2) • (32 * 3 3 ) =  *o * 32" (40)  

La relation (40) est la forme duale de la relation (27) 
prise comme hypoth6se de d6part. 

I1 reste /l examiner le cas off ~'!12 = d23 .  Nous 
prendrons encore comme premiere hypoth6se c12 * c23 
= *2 d'ofi l'on tire la relation (23) 

31 * *2 * *3 "~-- '1 * 3 3' 

et par cons6quent: 

d13 = '6ff12 * ~'23 = d'12 ~--- ¢~2~, (4 I) 

puisque V(31)-- V ( , 2 ) =  V(%)e t  V ( ~ 2 ) =  V ( ~ 3 ) =  
V(~3) il vient 

V(cl3) = V(c12)= V(c23). (42) 

Lorsque deux r6seaux '1 et 33 se d6duisant d'un 
r~seau 32 par deux isom&ries sont tels que le r6seau 
DSC construit fi partir de c12 et de c23 est *2, les mailles 
primitives de c12, c23 et c13 ont m6me volume si d12 = 
d23. 
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La maille primitive du rrseau de coincidence entre ~ 1, 
~2 et ~3 a une multiplicit6 6gale au carr6 de celle de c~2. 

Lorsque c~2. c23 est un rrseau multiple de ¢2, aux 
relations (27) /~ (39) qui restent applicables, vient 
s'ajouter: 

d23 =d'o2* do3 = d,~ = Z/o,* do2, (43) 

qui, compte tenu des relations (33) et (35), montre que 

do3 =d'o~, (44) 

comme 

%.(~, * %)= %, (39)  

V(~0,) = V(~0~)= V(~,). 

indices de multiplicitrs sont les m~mes dans l'espace 
direct et dans l'espace rrciproque et route relation de 
l'espace direct peut &re 6crite dans respace rrciproque. 
Par exemple; si c~z = ~c23, il en r6sulte que c~2 = c~23 et 
donc Z~12 ~ ~/23" Par cons6quent, en restant dans 
l'hypoth6se des r+seaux de coincidence h trois dimen- 
sions, pour que deux r+seaux cubiques ,~ et % soient 
confondus, il faut et il suffit qu'ils se d6duisent par des 
isom6tries d'un troisi6me r6seau ¢2 avec lequel ils 
admettent m~me r6seau de coincidence ou m~me r6seau 
DSC. 

Par aiUeurs, nous nous limiterons ~ l'hypoth~se 
C12 * C23 = "~2, le cas off c~z * c23 ~ go. ¢2 s ' en  d~duisant 
immrdiatement. 

Lorsque deux r6seaux ~ et % se d6duisant d'un 
r6seau ~z par deux isom6tries sont tels que d~2 = d23 et 
que le r6seau DSC construit sur c~2 et c23 est un r6seau 
multiple de %, une maille primitive de c~3 a une multi- 
plicit6 6gale au rapport de la multiplicit+ de la maille 
primitive de c~2 (ou de c~a) ~ la multiplicit~ du r+seau 
~712 * C23. 

Ces derniers rrsultats sont schrmatisrs sur la Fig. 3. 
Dans tous les calculs prrcrdents, nous avons 

introduit les hypotheses sous la forme '~2 * ~'z3 = ~ ~ ou 
b i e n  c12 * c23 = ~0. ~2 et d~z :# d23 ou bien d~2 = d:3. On 
aurait pu tout aussi bien poser le probl~me b, partir de 
a l l 2  "d23  = "~20U a l l2  . d 2 3  -~- ~0 * ¢2 et ct2 ~: c23 ou c~z = c23. 
Lorsque c~ :/= c:3, les r+sultats sont inchang+s, chaque 
relation existant sous sa forme duale, les proprirtrs des 
rrseaux ,'TI, ,~z et ,'~3 sont les m~mes que celles de ¢~, 
¢~, % dont ils sont respectivement rrciproques. Par 
contre, lorsque c~z = c23, la solution est donnre dans 
l'espace r+ciproque en 6crivant les transformres de 
Fourier des relations prrcrdemment +crites dans 
l'espace direct lorsque d~2 - d23. 

Un des buts de ce travail 6tant de trouver les 
relations entre r+seaux de coincidence et entre rrseaux 
DSC pour le systrme cubique, nous poursuivrons cette 
&ude en ~liminant le cas off ~ = d23 qui ne peut ~tre 
rencontr6 pour des rrseaux cubiques. En effet, les 
isom&ries reliant ~ et ~a b. ~: relient 6galement , ~  et 
,~3 fi, ,;~z respectivement r~ciproques de ~ ,  ~ et ¢2. Par 
ailleurs, , ~ ,  ,~2 et ,W3 sont 6galement cubiques, les 

r~ 

/ \  / 
,. ,_ ,_,' 

/ 
r~ ~-- v ~-- r3 r~ 

r~ 

v v ,  

~,,,_ 

'_' ~- ra 

(a) (b) 

Fig. 3. Relations de multiplicit~ entre r+seaux isom~triques tels que: 

Relations entre r6seaux de coincidence et DSC dans le 
syst/~me cubique 

Nous poursuivrons l'analyse prrcrdente en compl&ant 
le schrma de la Fig. 1. Pour cela, nous y introduirons le 
r~seau ¢4 reli6 h ~a par l'isom~trie S qui permet de 
construire ~ / l  partir de ~z (Fig. 4). 

Nous nous proposons d'rvaluer a indice de multi- 
plicit6 de ~34 en fonction de Z et de 27'. Afin de simplifier 
la discussion, nous choisissons pour S une oprration de 
sym&rie plane par rapport b, un plan (hkl) du rrseau ¢2, 
les rrsultats 6tant inchangrs lorsque S est une rotation. 
Par suite, c14 et e24 sont respectivement symrtriques de 
c23 et de c~3; les multiplicit~s des rrseaux c~4 et cz4, par 
rapport aux rrseaux dont ils sont issus sont respective- 
ment S '  et 2727 ainsi que cela est indiqu6 sur la Fig. 4. 

L'~valuation de a nrcessite de distinguer les deux cas 
suivants: ou bien ~c24 et £23 admettent ~2 comme r6seau 
DSC, ou bien cz4 est un r6seau multiple de c23. 

(1) C24 * C23 = ~t 2 donc 

d 2 4 "  ~ /23  = '~2' (45) 

1"2 -~ S' • - 1"3 

I/N,[ 
r~ ~ S' ~.~ r4 

Fig. 4. Relations de multiplicit~ entre quatre r~seaux cubiques ~ et 
~4 &ant les symrtriques respectifs de ~2 et de ~3 par rapport fi un 
plan r&iculaire de ~ 2. 
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et par raison de sym6trie: 

4313 * 4314 = :/1' 

d'13"d14 = ~1' 

des ~galit6s (45) et (46), nous tirons: 

"/2 • (~3 • "/4) = "~3 • :/4, 

:/, • ('~3. :/4) = ¢3. $4. 

Par cons+quent: 

(46) 

(47) 

4323" c24 = c34, 

£13" C14 : £34' (48) 

d23 * d24  : #-L34, 
d ,  3 * d, 4 : ,(Z/34 • (49) 

L'hypoth6se 4324 * C23 = 't2 conduit b. la valeur X'2X 
pour a. 

La macle miroir d'indice X du r~seau ~2 est une macle 
miroir d'indice X'2Z' pour le r+seau ¢3. De plus, les 
relations (48)et (49)permettent d'+crire: 

et par raison de sym&rie 

~13 * 4314 ~-~ ~14" ( 5 8 )  

D'ofi nous tirons, d'apr~s les r~sultats sch~matis~s par 
la Fig. 1 

ain si que: 

4323" 4334 : 4324' 

4314.C34 = .C13 , (59) 

d 2 3  *d34- - - - -d24,  

d 1 4  * 4~ff34 = d13  , ( 6 0 )  

et o=2; .  
La macle miroir d'indice X pour le r~seau ~2 est 

+galement une macle miroir d'indice X pour le r6seau 
¢3. ll en est de m~me pour le r6seau ~23. En effet, 
consid6rons l'expression (54): 

~7'3 * 4324 = C'2" (4323 * 43'4)" 

c23 * c~4 peut ~tre tir6 de la relation (5 1) en remarquant 
qu'avec les hypoth6ses faites, d'12 est un r6seau multiple 
de d, 3 et de a/24, 

C23" C'4 = ~24"C13 = C 3 4 '  

d 2 3  , d , 4  : d 2 4  * a l l 3  : d 3 4 .  ( 5 0 )  

Ce qui montre que la macle miroir d'indice X dans % 
d6finit une macle miroir d'indice XX' dans c23 et d23 et 
une macle d'indice E' dans c13 et d~3. 

I1 est possible de montrer que 4323 * c,4 =d',z d'ofi l'on 
tire que c~3 * c24 = c12. En effet" 

~23 * ~'4 = ("/2" ~3) * (~1" "/4) 

= (~1 * ~ 2 ) ' (  "~, * ~3) • (:~2 *:~4)" (~3 * :~4)' 

(5]) 
al l2  +tant un r6seau multiple de d13, d24 et gJ(34' 

E23 * 4314 = a l l2 '  ( 5 2 )  

de re+me, on montrerait que: 

d 2 3 . d , 4  = ,c,2. (53) 

Consid~rons c,3 * 4324. D'apr6s la relation (24), on peut 
~crire 

~C23 * E14 = d 1 2 . d 1 3 . ~ 2 4 . . d 3 4  = d 1 2 . d 3 4 .  

I1 vient alors: 

~,3 * ~2,  = 4 3 , 2 . d , 2 . d 3 ,  = 43 ,2 .d3 , ,  

soit en d+veloppant: 

C13 * C24~--- :~ ' '~2"(:g3 * ~ 4 ) =  "~1" [(~2""t3) * (~2""/4) ] 

= 3 , . (3  2 . 3 3 ) =  3 , . 3 3  . 

Ce qui montre que £24 est un r~seau multiple de q3 qui, 
ayant mSme volume de maille primitive que c~3, est 
confondu avec lui. 

Par consequent: 

£ '3  = E24 = Z:I3" ~24 = C23" C'4'  (6 1) 

c,3 est un r6seau multiple d'indice X de c23. 
A partir de ces deux cas pr6c6dents, il est possible 

d'imaginer des exemples plus complexes. A titre 
d'illustration, la Fig. 5 repr6sente une situation que l'on 

g13 * ~24 = (C12"C23) * (4312" C14) = C12" (4323 l 4314)" ( 5 4 )  / ~ , , .  
.j 

Compte tenu de (52) r~ : , ; m- 1"3 

4313 * 4324 = 4312.d12 = c12. (55)  1 [ 

De m~me, on montrerait que: ~ i 

all3 .d24 = a l l 2  (56) ! , %  !, , ;  , ~ r ,  - 

(2) 4324 est un r6seau multiple de c23. L'hypoth+se se (, 
traduit par: ~ ~ " ;  

4~24 * 4323 = 4323' ( 5 7 )  

) = 

22 V 

i ,2 v 

I v 

Fig. 5. Cas de la Fig. 4 avec d~composition de X' en (tetfl. 
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peut rencontrer lorsque Z '  = aft, c23 &ant un r6seau 
multiple d'un r6seau ~5 tel que: 

V(~2~)  = ,, V ( * 2 )  = - V ( , ~ ) ,  

V(~753 ) = ~ V ( ~ 5 ) =  f lY(,3) .  

Le r+seau *6 +tant le sym6trique de ,5 par rapport au 
plan (hkl) de *2 d+finissant dans *2 une macle miroir 
d'indice Z, la multiplicit+ ~, du r~seau c56 peut prendre 
deux valeurs: 7 = a 2Z et 7 = Z ce qui conduit pour a, 
multiplicit6 de c3a, ~. quatre valeurs: a = O. 2fl2,~ v', O" = 

~l 2Z, o =/322, a = 2;. 

Conclusion 

Avec la repr6sentation d'un r+seau par une distribution 
de Poisson, le r+seau de coincidence et le r6seau DSC 
associ6s fi deux r+seaux ~l et *2 peuvent se d~finir 
respectivement fi partir du produit scalaire et du produit 
de convolution des distributions repr+sentatives de ~ et 
de ¢2. Le passage de l 'espace direct fi l 'espace 
r+ciproque, par transformation de Fourier, permet de 
mettre en +vidence la dualit6 entre r+seau de 
coincidence et r6seau DSC. 

Pour les probl+mes ~t trois r+seaux, les deux 
op+rations pr+cit6es sont associatives et commutatives. 
De plus, elles sont distributives lorsque les r6seaux de 
coincidence ont m~mes dimensions que les r+seaux dont 
ils sont issus (r6seaux trip6riodiques par exemple). Les 
propri6t6s de ces op6rations permettent d'6tudier, en 
g~n+ral assez simplement les r6seaux de coincidence et 
DSC. En particulier, la g6n6ralisation de la notion de 
produit de macles conduit b, la mise en 6vidence de 
relations entre reseaux de coincidence ou entre r6seaux 
DSC qui peuvent aboutir ~t des m&hodes de construc- 
tion de ces r+seaux (en preparation). 

Ce travail a b+n6fici6 des critiques et des conseils de 
M le Professeur P. Perio qui a, en particulier, sugg+r6 
d'aborder ces probl6mes de r6seaux /~ partir des 
distributions de Poisson et de mettre en 6vidence la 
dualit+ entre r6seaux de co'fncidence et DSC par la 
transformation de Fourier. 

APPENDICE I 
Repr6sentation des r6seaux de co'incidence et DSC par 

des distributions de Poisson 

Consid6rons deux r6seaux *1 et ~2 port ,  s par l'axe 
Ox: ¢l = ~.~ ~ ( x -  nal), *2 = Y.,,, ~(x -- ma2) et 
supposons qu'ils admettent une p6riode multiple com- 
mune Tla ~ = T 2 a  2 qui d~finit une maille primitive du 
r6seau de coincidence cl2: 

~'12 = ~ 6 ( X -  PTla 0 = Z ~5(x--PT2a2). 
P P 

Tout r+seau "~1 peut ~tre obtenu h partir de la 
composition de l'un de ses r6seaux multiples el2 par le 
motif de la maille primitive du r6seau multiple con- 
sider6. Ce motif est obtenu fi partir de l'expression ¢~ = 
~71 6(x - na~) en limitant la sommation aux points de 
~ compris dans une maille primitive de c~2. Nous 
noterons ce motif ~l/Cl2 qui repr6sente le groupe 
quotient associ+ au groupe de translations ,~ et fi son 
sous-groupe c12. En termes de distributions, ~,/cl2 est 
d+fini comme le produit de ~, par une fonction porte de 
largeur T~a~ soit: 

el~el2 = I-I(x/Tla,). )" fi(x -- nal). 
71 

1-I(x/t~a 1) est une fonction nulle si Ixl > T~a,/2, 6gale 
a. 1 si Ixl < T~a~/2 et +gale fi ½ si Ixl = T~a,/2. Avec 
ces notations: 

= [ ~  6(x--pT,a~)] , [ r I ( x /T ,a , ) .~  6(x--na2)], 

de m~me: 

,2  = ~,2 * ( , 2 / ~ , 2 )  

La relation (6), qui s'+crit 

d , 2  = ~, * ~2 = ( * , / ~ , 2 )  * ~,2 * ~,2 * ( ' 2 / ~ , 2 ) ,  

a une signification claire en ce qui concerne les r+seaux. 
Pour la lui conserver au sens des distributions, il est 
n~cessaire d'~liminer la double composition par el2 qui 
bien que n'apportant pas d'+l+ment ~tranger au produit 
~1/~712 * C12 = *1' affecte chaque point d'une infinit6 de 
fonctions pic. Au sens des distributions, all2 s'+crira 
donc: 

g/(12 = ( , , / * , 2 )  * *,2 * ( ' 2 / * x 2 ) .  (AI,1) 

Dans cette expression, tousles  produits de convolution 
des termes pris deux fi deux ont un sens puisque au 
moins une des distributions est fi support born& Le 
produit de convolution (AI, 1) est done associatif et 

d , 2  = *, * (~2/~12) = *2 * (* l /~12) ,  

ou bien 

=[H(x/Tzaz).• 6(x--ma2)]*Y6(x-na,). 
171 n 

(AI,2) 
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Le passage /~ l'espace dual par transformation de 
Fourier permet de d~finir le r6seau de coi'ncidence, au 
sens des distributions, et de v~rifier que l'expression 
(AI,2) repr6sente le r6seaud12 par un peigne de Dirac. 
En effet: 

d+~ = [(TrX) -~ (sin 7 t X T l a l )  

1 
(l /a1) ) 6( X -  n/al)  ] (l/a2) ~" 6( X - m/a2). 

n -] m 

(AI,3) 

La fonction (sin 7rXTlal)/OzX ) vaut Tla I fi l'origine et 
est nulle aux points X = k /T la  1 = k/T:a: .  Dans la 
relation (AI,3), le crochet repr+sente la r+p&ition de la 
fonction (sin 7rXTlal)/(rCXal) en tout point de .~1 
r+ciproque de +1; il vaut T l aux points X = n/a Iet  0 aux 
points X = k /T la  I = k/T~a 2 4= n/a 1. Par cons6quent, 
d+: est une fonction nulle en tout point saul aux points 
off les r+seaux .~1 et .¢~, r+ciproques de ¢~ et +~, 
coincident; c'est-fi-dire pour X = N T : / a  I = N T I / a  ~. 
Ceci peut s'6crire 

d+z = (g~12 = (Tl/a2) ~ f i C X -  NTI/a2). (AI,4) 
N 

Dans l'espace r~ciproque, les relations (AI,3) et (AI,4) 
repr6sentent le r~seau de co'incidence par une distri- 
bution de Poisson dont la transform~e de Fourier 
inverse est 

d~2 = (~+ '+ ~2 = ~ f i ( X - - N a 2 / T l ) =  ~ t~(x-- Nal/T2). 
N N (AI,5) 

R~ciproquement, on peut 6crire 

c,z = .~+2. (AI,6) 

La relation (AI,5) montre que le vecteur de composante 
az/Tl  = a l / T  2 est une combinaison lin6aire et enti6re 
des vecteurs ayant respectivement pour composante a 1 
et a~. 

Lorsque le r6seau c12 se r6duit /~ l'origine, T 1 = T 2 
tend vers l'infini. L'6quation (AI,4) montre que le 
premier point de ~12 est rejet6 fi l'infini" ~ , z  se r6duit 
l'origine. Le r6seau all2 dont le param6tre tend vers 0 
(AI,5) a pour limite le continuum de l'espace auquel 
appartiennent ~l et ¢2 (ici l'axe Ox). 

A P P E N D I C E  II 
Condition n6cessaire et suffisante a la stricte 
distributivit6 des produit scalaire et produit de 

convolution: c~2 * c~3 * c23 = d 1 2 . ~ 1 ~ . ~ 3  

(a) Condition ndcessaire 

Si les deux produits sont strictement distributifs, 
l'expression el2 * c23 * el3 peut se d6velopper de la faqon 
suivante: 

g'12 * E23 * ~:13 ---- [ +2" ( +l * +3) ] * ¢"13 

= (+2 * +913)" (+I * +3 * ¢:13) 

= (+2 * +I)" (]~2 * +3)" (+I * +3)' 

e12 * ~23 * Cl3 = d 1 2 " / 2 3 "  all3" (AII, 1) 

(b) Rdeiproque 

Supposons la relation (AII, 1) v6rifi6e. Puisque 

(AII,2) 

Par ailleurs, .c12"c13 C ~l~ C13"~23 ~ /13~ ~23"~:12 C /~2~ 
par cons6quent d12.d13 .d23 = el2 • ,c13 • c23 c~ +1 * c23 et  
(6/12" O(13" ~/23 = C12 * C13 * E23 C~ ,d23 d'ou: 

• "/12. all3. d,23 c ['t, * (+2. + 3)1. dzy (AII,3) 

La condition (AII,1) implique la coexistence des 
relations (AII,2) et (AII,3) par cons6quent: 

d lZ .d l s .d z s=l+l* (+2 .%)] .d23 ,  (AII,4) 

de mSme, (d12.d~3). d23 = Ct * (~2. ¢3) *d23; en effet: 

Mais 

+P'l * (+2"~3)*'6ff23 = ~ / 1 " d 2 3 = ~ 1 " ~ 2 " + 3 "  (AII,5) 

all2" t~13 ~ +1 et (42. d13)  * d'23 ~ +, *d23 

= +l * +2 * +3" (AII,6) 

Inversement, ~i * +z * +3 iS) ~23 et +1 * +z * ~3 = d12" dl 3 
Pall2. all3, donc 

~1 * ++' * +3 D (dl2. dis)  * dz3 (AII,7) 

(~{12" 6(13)* d 2 3 -  ~1 * +2 * +3" 

Des relations (A II,5) et (A II,8) on tire 

(AII,8) 

(all2" d 1 3 ) * d 2 3  = "¢]I * (+2" ~3)*~23" ( A I I , 9 )  

Les r~seaux (d12.d13) d'une part et +, * (+2. +s) d'autre 
part admettent m~me r~seau de coi'ncidence (ALIA) et 
m~me r~seau DSC (AII,9) avec +{23. Si la maille 
primitive de dl2.dts .d23 = [+l * (+2. +3)1 .d23 contient N 
noeuds de d2a, N l noeuds de d~2.dl3 et N 2 noeuds de 
+l * (+2. ¢3) [Nl > N2 car dl2.dla D ¢l * (~2. ¢3)], elle 
contient NNI noeuds de (dl2.dl3) * dEa et N N  2 noeuds 
de ¢1 * (~2. ~a)- Compte tenu de la relation (AII,9): NN~ 
= N N  2 et N l = N 2. Le r6seau +~ * (¢2.h) multiple 
d'ordre 1 du r6seau a/~E.dla est confondu avec ce 
dernier. 

Le mSme raisonnement peut &re fait pour montrer 
que Cl2 * c~3 = ~1. (+2 * +s). La relation (AII,1) implique 
la double distributivit6 absolue des deux produits. 
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R e m a r q u e  

Le raisonnement pr+c+dent, bas+ sur le d~nombre- 
ment des noeuds de ~ *~2 * ¢3 contenus dans une maille 
primitive de ~/~2. d~3. z/z3 ne peut &re tenu si z/~2. z/~3.d23 
et son homologue de l'espace r+ciproque ~ z .  ~ 13. ~ 23 
d+g6n+rent chacun en un continuum. Cependant, on 
pourrait v6rifier que cette d~g6n~rescence est incom- 
patible avec la relation (All, 1) prise pour hypoth~se. 

A titre d'illustration la Fig. 6 donne un exemple de 
semi-distributivit6 et de stricte distributivit& 

Condi t ion  sufl isante d la double  distributivit6 des  
deux produits:  triple p~riodieit~ de ct2 et c23 

Trois r+seaux ~,  -22, ,23 &ant donn6s, dans l'hypoth6se 
off c~2 et c~3 sont /~ trois dimensions, tous les r+seaux 
que l'on peut construire fi partir de ¢~, ¢2, ~3 sont ~i trois 
dimensions et sont des r6seaux multiples d'un r+seau 

d '123  = "gl * ~ 2 "  ¢3 = / 1 2 *  / 1 3  : , d 1 2 * / 2 3  = d 1 3  *d23. (14) 

Soient a, b, c les rapports des volumes des mailles 
primitives de d~2, d~3 et  Z/(23 au volume de la maille 
primitive de d~23, 

v ( 4 0  = a v(+/,~+), 
V(~3) = b V(d,23), 
V(d23) = c V(dl:3), (AiI, 10) 

soient p~ = d~2.d~3, P~ = ~23. d'~2, P3 = ~/~3 .z/23. 
Des relations (14) et (10), nous tirons alors 

V(p 1) = ab V(d~23), 
V(P2) : a c  V(d123)  , (AII, 11) 
V (P3) = be V(da23). 

Les r+seaux ~,  )2, *3 sont des r6seaux multiples 
respectivement de p~, P2, P3; posons 

V(Ct l )  = o V ( P l )  : a a b  V ( d 1 2 3 )  = ( t a V ( a / 1 3 )  = a b V ( d ~ 2 ) ,  

V(¢2) = flY(p2) =f lac  V(~/123) ~--- ]~cV(z~/12 ) = fla V(zgz3), 

V(%) = )'V(P3)= ?bc V(d~23) = ?bV(d2~ ) -~,cV(d~3 ). 

(AII,12) 

I I / 

. . . . .  / d ' ~ ~  . . . . .  di~. Cl~ 

r, ~ . . . .  r , / , ,  

- 0 0/r~_i: ra'cn ~: 
__d~, ~l 

d~3 
_ r£ r~ . 

I 

(a) (b) 
Fig. 6. Exemples de stricte distributivite et de semi-distributivit6 des 

deux op6rations. (a) c~2. ~2a* c3~ = d~2.z~23.a(3~, stricte distri- 
butivit& (b) c~2 * % * ~,~ 4: ~(~.z/~a.a(3~, semi-distributivit& 

t d,3- .... 

ra 

d2 3 " 

I l). . . . .  

D'od, en utilisant/~ nouveau la relation (10): 

V ( e,~) = ,t flbc V (~[,2) = fle V ( ~, ) = , b V ( ¢~) 

= ,~ ~abe V (d~23), 

V(CI3 ) : (, ] } a c V  (g~,/~3 ) : ~cV ( {~l) =ttaV(¢3) 

= ~?abeV(d~23), 

V(c23 ) = fl)~ab V (d23 ) : )pb V ( ¢2) : f l a Y ( % )  

: flFabcV(d123). (AII, 13) 

II reste/l 8valuer le volume de la maille primitive de C~2a, 
rSseau de coincidence entre e~2, e~3 et c23. Pour ce faire, 
on peut remarquer que les rSseaux c~2, c~3 et c23 sont des 
multiples de p = da2.d~3.d2a. De la relation (AII,8) il 
vient: 

Pl * d23 = d123, 

puisque V(p~) = abV(d~23) et V(d23) = cV(~23), 
l'+quation (10) conduit/L: 

V ( p )  = abeV(d~23). (AII,14) 

Par ailleurs, consid+rons les r+seaux P4 = Ca .d23, P5 = 
~2.43 et p~ = ~3 .d~2. I1 est clair que" 

/ ~ 1 2  = "~1 "¢2' 3 • • : ¢ I  
= ¢  P4"P5 
= ¢ Ps'P6 

P4"Ps'P6 = ~l "P42'P~ = C~2a. (AII,15) 

Nous pourrons 6valuer V(c~2 a) fi partir des relations 
(AII, 14) et (10) si nous montrons que P4 * P5 = P4 * P6 = 
P5 * P6 = P. 

Les trois r6seaux P4, Ps, P6 sont des r6seaux multiples 
de p. En effet: 

P 4 . P :  ~.d23.d12.d13.d23 = ~1-d23 = P4, 

de m6me Ps.P = P5 et P6.P = P6. Les r6seaux P4 * Ps, 
Ps * P6 et P4 */76 sont 6galement des r6seaux multiples de 
p. De plus, les relations (AII,10), (AII,12), et (10) 
permettent d'6crire, compte tenu de (AII, 14) 

V(p4) = t~abcV(~23)  = a V ( p ) ,  
V (ps) = f l a b c V  (da23) = f lV(p) ,  
V(p 6) = 7abeV(,d~23) = ?V(p) .  (AII,16) 

Des relations (AII,15), (AII,13) et (AII,16)et (10)nous 
tirons: 

V(c,2 ) = a f l V ( p )  = flV(p4) = c~ V(Ps) = a  f l V ( p  4 * Ps), 

V(c,3) = a),V(p) = a V ( p 6 ) =  ),V(p4)= a?V(p4 * P6), 

v(~,3) = p~v(p)  = ~ v ( m )  = p v ( p , )  - - / ~ ? V ( p , ,  p,). 

(AII,17) 

Ce qui montre que P4 * Ps, P( * P6, 95 * P6, multiples 
d'ordre 1 de p sont  c o n f o n d u s  avec  p et P4 * P5 = P5 * P6 
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= P6* P4 = P4* Ps* P6 = P. La  relation (AII ,14)  
d+montr+e pour ~l, %, ¢3 s 'applique aux r6seaux P4, Ps, 
P6 et: 

V(c123)=:tf lTV(p)=ctf17abcV(d123).  (AII ,  18) 

En r6p&ant le ra isonnement  dans  l 'espace r&iproque  
par  exemple, on montrerai t  que *~2" q 3 *  c23 a u n e  
maille primitive de volume V(p),  c'est un r6seau 
multiple d 'ordre  1 de p et *~2 * *~3 * *23 =d~2.d~3 • d23- 

I1 suffit donc que c12 et cz3 soient h trois dimensions 
pour que la relation (All ,  I) soit v+rif+e et donc pour  
que les deux produits soient str ictement distributifs l 'un 
par  rappor t  it l 'autre.  

A P P E N D I C E  III 
Relations entre les volumes des mailles primitives des 
r6seaux eonstruits /t partir de trois r6seaux st, ~2, ~3 

ayant des mailles primitives de m~me volume 

Si V ( ~ )  = V(~2) = V(~3) ,  des ~quations (AII ,12)  nous 
tirons 

soit 

,tab = flac = 7bc, 

ab  = tic, 

fla = 7b, 

t t a =  7c. (AIII, I) 

(1 ~--~- C, 
B = b ,  
7--  a, 

(2) b = c; ,~ = flc/c = t i=  7b/a. 
7, b et a pouvant  &re premiers entre eux, cette condition 
impose pour  a l e s  valeurs 7, b ou 1. 

(a) a = y correspond ~ la solution 

a =  7, 
, = t i = b = c ,  

qui est un cas particulier de la solution pr~c~dente. 
(b) a = 1, b = c, tt = ti = 7c ce qui n 'autorise pour  7 

que les valeurs 1 ou fl, d'ofi les solutions 

a = y = l ,  
. = ~ = b = c ,  

solution particuli6re de la pr6c6dente et 

a = b = c =  1, 

- = t i =  y, 

qui repr6sente un cas particulier de la solution (AIII ,3).  
(c) b = a, a = b = e conduit  fi , = ti = y consti tuant  

la solution (AIII,3).  
Enfin, le m6me ra isonnement  pour  b = 1 conduirait  

aux m~mes solutions que pr6c6demment.  
Ces r6sultats montrent  que lorsque all2 :/: d23 et d13 = 

d m (b = 1), seule la solution (AIII ,2)  est acceptable,  ce 
qui implique ti = 1, c'est-fi-dire el3 = "123. 

Les relations (AIII ,1)  sont v6rifi6es quels que soient 
a,b,e,a, fl, y, en particulier si ces entiers sont des nombres  
premiers.  Ceci impose deux solutions au syst6me 
(AIII ,1).  

La  premiere solution est telle que 

Ol : C, 

t i = b ,  
~ = a .  (AIII ,2)  

La  seconde solution est telle que: 

a = b = c ,  
a = ti= y (AIII ,3)  

En effet, de (AIII ,1)  nous tirons par  exemple: a = 
tic~b; cette relation doit &re v6rifi6e quels que soient ti, 
c, b y compris  lorsqu'ils sont premiers entre eux. Ceci 
impose pour  b de ne prendre  pour  valeur que/~, c ou 1. 

(1) b =/3;  de fla = yb nous obtenons 7 = a et deaR = 
7c nous ob tenonsa  = c. Soit la premi6re solution: 
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